
Πρόχειρες σηµειώσεις διαλέξεων

9η Εβδοµάδα

Στη προηγούµενη διάλεξη αποδείξαµε το εξής ϑεώρηµα

Θεώρηµα 2.1. ΄Εστω ότι η ϕ̄(t) είναι µερική λύση του συστήµατος

(2.1)
dx

dt
= Ax + f

και x[k](t), k = 1, . . . , n είναι το ϑεµελιώδες σύστηµα λύσεων του (1.1). Τότε

οποιαδήποτε λύση του συστήµατος (2.1) µπορεί να παρασταθεί σε µορφή

(2.2) x(t) =

n∑
k=1

Ckx
[k](t) + ϕ̄(t), ϕ̄ = (ϕ1, ..., ϕn)

µε κατάλληλη επιλογή των σταθερών Ck.

Προφανώς το Θεώρηµα αυτό µας λέει ότι ο τύπος (2.2) δίνει τη γενική

λύση του συστήµατος. Συνεπώς, όπως και στην περίπτωση µιας εξίσωσης, για

να ϐρούµε την γενική λύση του µη οµογενούς συστήµατος (2.1), πρέπει να

ϐρούµε µια µερική λύση του µη οµογενούς και να προσθέσουµε την γενική

λύση του αντίστοιχου οµογενούς. Η γενική λύση του οµογενούς συστήµατος

είναι ο γραµµικός συνδυασµός λύσεων που αποτελούν το ϑεµελιώδες σύστηµα

λύσεων.

Για να ϐρούµε την µερική λύση, ϑα χρησιµοποιήσουµε την µέθοδο των µετα-

ϐαλλόµενων σταθερών. ΄Εστω οι x[k](t), k = 1, . . . , n αποτελούν το ϑεµελιώδες

σύστηµα λύσεων του

dx

dt
= Ax.

Θα ψάχνουµε την λύση του µη οµογενούς συστήµατος σε µορφή

(2.4) ϕ̄(t) =

n∑
k=1

ck(t)x[k](t).

Προφανώς

dϕ̄(t)

dt
−A(t)ϕ̄(t) =

n∑
k=1

c′kx
[k] +

n∑
k=1

ck
dx[k]

dt
−

n∑
k=1

Ackx
[k] =

=
n∑

k=1

c′kx
[k] +

n∑
k=1

ck[
dx[k]

dt
−Ax[k]] =

n∑
k=1

c′k(t)x[k](t).

Θέλουµε η ϕ̄ να λύνει το µη οµογενές σύστηµα δηλαδή ϑέλουµε

dϕ̄(t)

dt
−A(t)ϕ̄ = f(t)

συνεπώς πρέπει

n∑
k=1

c′k(t)x[k](t) = f(t)

1



2

ή ισοδύναµα

(2.5)
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 .

΄Αρα έχουµε να λύσουµε το σύστηµα (2.5) ως προς c′k(t). Η ορίζουσα του

πίνακα στο (2.5) διαφέρει από το µηδέν αφού ισούται µε την Βρονσκιανή

του ϑεµελιώδους συστήµατος λύσεων. Θα ϑυµίσουµε ότι η αναστροφή του

πίνακα δεν αλλάζει την ορίζουσα. Εποµένως µπορούµε να προσδιορίσουµε τις

c′1(t), . . . , c
′
n(t) µονοσήµαντα:

(
c′1, · · · , c′n

)
=
(
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΄Εστω

c′k(t) = ψk(t),

τότε

ck(t) =

∫
ψk(t)dt+ γk,

όπου γk, k = 1, . . . , n είναι σταθερές. Αφού αρκεί να ϐρούµε µόνο µια µερική

λύση, µπορούµε να ϑέσουµε γk = 0 για όλα τα k. Εποµένως η µερική λύση

ϑα γράφεται σαν

ϕ̄(t) =
n∑

k=1

∫
ψk(t)dtx[k](t)

και για την γενική ϑα έχουµε

x(t) =
n∑

k=1

Ckx
[k](t) +

n∑
k=1

∫
ψk(t)dtx[k](t)

όπου Ck- αυθαίρετες σταθερές.


